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一、前言

上个世纪 50 年代，数学通报 [1] 刊登了苏联数学家柯

尔莫哥洛夫的“论数学职业”的译文。我上大学时，这是我

们“专业教育”的材料。对于我们这代学数学的人产生了很

大的影响。然而半个多世纪过去了，数学的面貌发生了很大

的变化，数学的职业也多样化了。2009年的《华尔街日报》上，

发表了一篇文章 [2]，其中附有一张由 CareerCast.com 制作

的，以工作环境、收入、就业前景、体力要求、体力强度为

指标的职业排行榜。在这排行榜中，数学家荣登榜首， 保险

精算师和统计学家分列第二和第三，后面是生物学家、软件

工程师、计算机系统分析员等等。从这 5个指标来看，数学

家的收入不算很高，但综合起来还排在第一，可见在其它方

面占有优势。

二、数学和它的基本特征

什么是数学？

从中学起，我们就知道数学是研究“空间形式”和“数

量关系”的学科。数量关系，简称为“数”，空间形式简称

为“形”；“数”的对象比如说自然数、复数、

向量、矩阵、函数、概率等，“形”的对象比

如说曲线、图、空间、流形等。

数学实际上是一门形式科学，它研究的

是抽象元素之间的“关系”和“运算法则”。

这些“相互关系”和“运算法则”构成了数学 

“结构”。判断数学结论的真伪，主要看其逻

辑演绎是否正确，被实践检验的只是构成这

些“相互关系”与“运算法则”的“结构”是

否与实际相符。

我们举一个例子来说明。大家都知道平面几何中的

“平行公设”：在平面上过直线外一点，有且仅有一条直线平

行于该直线。这是公设，是假定，可以由此推出平面几何

的很多定理。但为什么在平面上过直线外一点有且只有一

条直线平行于该直线呢？可不可以没有？可不可以不止一

条？就几何学来说，假定只有一条，可以推出一大堆几何

命题，例如：三角形三内角之和为 180°，这

是欧氏几何；假定有不止一条也可以推出另

外一大堆命题，例如：三角形三内角之和小

于 180°，这是双曲几何；假定一条也没有照

样还可以推出一大堆命题，这是椭圆几何。

双曲几何与椭圆几何都是非欧几何。那么到

底哪一种几何的结论是正确的？这要看你把

这些几何结论应用在什么范围内，应用到什

么问题上去。在以地球为尺度的空间范围内，

欧氏几何是适用的，实际上它与非欧几何中
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的双曲几何的差异不大。当把宇宙作为一个整体来描述时，

就要用双曲几何了。这有点像牛顿力学与相对论力学的关

系。由此可见，决不能认为凡是数学上证明了的定理就是真

理。只能认为这些结论是在它的“结构”中在逻辑上被正确

地证明了。至于其是否与实际相符，还要检查它的前提。从

这个意义上说，数学只是一个形式体系。

如果把数学的研究

对象只用“数”和

“形”来概括，那么

有些东西还无法概

括进去，比如数学

语言学。各种计算

机的语言都是根据

数学原理制做出来

的，可语言是“形”

还 是“数”呢？看

来都不是。又比如

在 “选举”办法上，

一个非常有名的结

论——阿罗不可能

性定理[3]。阿罗(K. 

Arrow)是个经济学

家，诺贝尔奖获得者，学数学出身。他证明了一条定理：对

于不少于 3 个候选人的选举按“排序”投票，不存在任何同

时遵循以下四个原则的群体决策：

1. 无限制原则。（任何人可对所有候选人任意排序）。

2. 一致性原则。（如果每个人的态度都是“A 优于 B”，

那么群体决策结果也应“A 优于 B”）。

3. 独立性原则。（添加或减少候选人，“排序”不变）。

4. 非独裁原则。（不能一个人说了算）

这也是一条经济学上的定理：没有同时遵从以上四条

原则的“社会福利函数”。这是数学在其他领域——政治

学、经济学——的一个重要的应用。在这条定理中，哪

里有“数”？哪里有“形”？可见“数”和“形”已经不能

完全概括数学的研究对象了。现代人们不再限定研究对

象是不是“数”和“形”，只要能对其建立数学模型，就

能通过模拟计算来研究其中的规律，例如对于社会心理、

动物行为等方面的数学分析。所以，数学研究的范围扩

大了，现在人们说数学的对象是：“模式”（pattern）、“秩

序”（order）、“结构”（structure）。

纯数学与应用数学

数学又划分为纯数学和应用数学，纯数学在我国又称

基础数学。研究数学自身提出的问题，划归纯数学；研究数

学之外 ( 特别是现实世界中 ) 提出来的问题划归应用数学。

应该说，这种划分只是大致的，并没有严格的界限。一方面，

纯数学中的许多对象，追根溯源还是来自解决其它方面的

问题，如天文学、力学、物理学等。比如几何来源于测量：

天文测量、大地测量。就在数学已经高度发展了的今天，从

外部提出来的数学问题照样可以转化为非常有意义的纯数

学的问题，刺激出深刻的数学理论。比如说，Navier-Stokes

方程是流体力学中的重要的方程，NP 问题是从计算理论中

提出来的问题，到现在都还没有被解决，成为“千年七大难

题”中的两个。另一方面，纯数学的理论在适当条件下也能

在其它科学中放出异彩：群论和几何对物理的贡献是众所周

知的。大家都认为数论是很“纯”的数学，但数论在现代密

码学中起重要作用，此外如傅里叶 (Fourier) 分析与通讯，

随机过程与金融，几何分析与图像处理等等都是这方面的

例子。特别是，许多在应用数学中行之有效的方法都有深

刻的纯数学背景，如快速傅里叶变换，有限元方法等。

纯数学大致有：数理逻辑、数论、代数、拓扑、几何、

分析、组合与图论等分支，它们之间的融合与渗透又产生

出许许多多的交叉分支，如代数几何、代数数论、微分几何、

代数拓扑、表示理论、动力系统、泛函分析等，以及更多

的子分支。

微分方程与概率论是介于纯数学与应用数学之间的分支，

它们的理论部分属于纯数学，其

余部分则是应用数学。计算数学

与数理统计是应用数学最重要

的两个分支。

纯数学对于问题的解答往

往只停留在研究解的存在性以

及个数上，未必讨论解的具体

算法（如代数方程求根）。但

实际问题的解答一般总要求具

体的数据，单有纯数学的结论

不能满足要求，因此还要研究

正如 Borel 说的：“纯数

学和应用数学就像是一

座冰山 —— 水面上的是

应用数学，因为它有用，

大家都看得见；水底下的

是纯数学。”没有水底下

纯数学的深厚积累，上

面的应用数学是建立不

起来的。

肯尼斯•阿罗(Kenneth Arrow) 

1972年诺贝尔经济学奖得主
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先的安培定律中去，写出了今天通用的麦克斯韦尔方程组，

这个修正后的方程组导出波动方程， 由此预见了电磁波。麦

克斯韦尔以液体流动，热传导及弹性力学作为模型，认为“以

太”是传导电磁波的媒介 [5]，尽管这种解释在物理上是不

对的，也讲不清楚，但它的数学形式——麦克斯韦尔方程组

却是正确的，它奠定了电磁学的基础。后来赫兹 (Hertz) 在

实验上证实了电磁波的存在。

同样地，在量子力学电脑、相对论的理论建立过程中，

数学也起了极为重要的作用。

在当今时代，科学计算更是在一定程度上取代实验。

一旦研究对象的机理已经清楚，准确的数学模型已经建立，

就可以用模拟计算替代部分试验，如核试验等。

数学的基本特征除以上两条外，还有

(3) 数学研究对象的多样性和内部的统一性

随着数学研究对象的扩充，数学分支不断增加，方向

繁多，内容丰富。同时数学分支之间的内在联系也不断被发

现，数学内部的千丝万缕的联系被愈理愈清。希尔伯特 -诺

特 - 布尔巴基(Hilbert-Noether-Bourbaki)利用数学分支间的

这些被清理过的联系和公理化方法，从规定的几条“公理”

及其相关的一套演算规则中提炼出数学“结构”，如代数结构、

拓扑结构、序结构等。数学的不同分支是由这些不同的“结构”

组成的，而这些结构之间的错综复杂、盘根错节的联系又把

算法，以及如何对待巨大的计算量、存储量、复杂性、精确性、

速度、稳定性等等问题。这些就是计算数学要解决的问题。

以概率论为基础的统计学称为数理统计。日常生活、

社会调查、科学实验都积累了大量的数据，如何从这些数据

中科学地得到有用的信息？数理统计研究如何通过有效的

收集、整理和分析带有随机性的数据，对所考察的问题做出

推断、预测乃至决策的方法。

当代的数学已被应用到很多领域。自然科学：物理、化

学、生物、天文、地质、气象等，人文科学：经济、金融、

精算、语言、考古等。很多管理科学问题也要用到数学。

这么多有用处的数学，表面上看都属于应用数学。然而，

正如 Borel 说的：“纯数学和应用数学就像是一座冰山—水

面上的是应用数学，因为它有用，大家都看得见；水底下的

是纯数学。”[4] 没有水底下纯数学的深厚积累，上面的应

用数学是建立不起来的。

数学的基本特征

因为数学研究的是抽象的对象，所以应用范围必然广

泛；又因为它的研究手段不是实验，而是逻辑推理。这就决

定了它必须是严密的和精确的。因此数学明显地有如下基本

特征：

(1) 高度的抽象性与严密的逻辑性

(2) 应用的广泛性与描述的精确性

数学应用的广泛性不仅表现在：它是各门科学和技术的

语言和工具，数学的概念、公式和理论早已渗透到其它学科

的教科书和研究文献中去了；而且还表现在：许许多多数学

方法都已被写成软件，有的还被制成芯片装置在几亿台电脑

以及各种电器设备之中，成为产品高科技含量的核心，还有

些数学软件则是作为商品在出售。

在这些应用中，我想特别指出：数学是探求知识的重要

手段。举一个例子，历史上许多重要的发现，没有数学光靠

实验是不够的。现在大家人人用手机，不论多远几秒钟就能

通上话，为什么信息能传输得这么快？靠的是电磁波。电磁

波是怎样发现的？

英国理论物理学家、数学家麦克斯韦尔(Maxwell)运用

电流的法拉第定律、安培定律、电荷的高斯定律和磁场的高

斯定律，推出一组偏微分方程。在推写过程中，他注意到原

来的安培定律和时间无关，而且与其他几个定律不相容。为

了解决这个问题，麦克斯韦尔提出加上一“位移电流”到原

印在茶杯上的麦克斯韦尔方程组
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三、当代社会对数学家的要求

当今世界，数学已被应用到几乎一切领域。然而现实

情况一方面是，许许多多新的领域要求人们用数学的眼光，

数学的理论和方法去探讨；另一方面，科学的发展使人们的

分工愈来愈细。18 世纪以前的数学家中有不少人同时也是

天文学家、力学家、物理学家；在 19 世纪，许

多数学家还可以在数学的几个不同分支上工作；

但自庞加莱 (Poincare) 和希尔伯特 (Hilbert) 之

后，已经没有一个人能够像他们当年那样通晓

数学全貌了。大多数的数学家只能在狭窄的领

域内从事研究。这种过于专门化的趋势对于数

学学科的发展是十分有害的! 这确实是个矛盾

的现象。如果我们不能对当今数学的发展与趋

势有一个大致的了解，我们就不知道如何应对，

也不知道应该怎样培养学生。

当代数学发展的趋势

当代数学发展的趋势大致有如下几个特点：

1、数学内部的联系进一步加强  在指数增涨的研究文献中，

尽管数学的各个分支的前沿都在不断推进，数学在深度与广

度两方面都得到快速发展，然而不同分支之间的融合与相互

渗透则是一个重要的特征。这表现为：原来长期处于纯数学

边缘的分支，比如偏微分方程和概率论，现在已经进入了纯

数学的核心。相隔很远的分支间的内在联系不断发现，如

de Rham-Hodge 定理、阿蒂亚 - 辛格(Atiyah-Singer) 指标定

理等。许多困难的问题都需要很多学科的知识综合起来才能

解决，例如，庞加莱猜想的提法本来纯粹是拓扑学的，后来

转化为几何问题，光从几何也解决不了，最后是综合使用偏

微分方程、拓扑、几何的思想、理论和方法才把这一个复杂

问题解决了的。

2、数学与其它科学的交叉形成了许多交叉学科群  比如，

科学计算就是数学与物理、化学、材料、生物、力学等很多

学科的交叉。数学与控制论、运筹学交叉形成了系统科学。

数学与物理交叉，形成数学物理。此外还有计算机科学、信

息科学、数量经济学、金融数学、生物数学、数学化学、数

学地质学、数学心理学、数学语言学等等很多的交叉学科。

3、数学应用的领域空前扩张，成为开发高新技术的主要工具  

信息安全、信息传输、图像处理、语音识别、医疗诊断、网络、

海量数据处理、网页搜索、商业广告、反恐侦破、遥测遥感，

包括当代制造业、成衣业等等都大量应用数学。

所有的分支联成一个整体。在这方面反映了数学的统一性。

对统一性追求的意义在于：对于同一个对象可以从不同

角度去认识，不同分支的问题可以相互转化，理论和方法可

以相互渗透，从而发展出许多新的强有力的工具，解决许多

单个分支方法难于解决的重大问题。

回顾以下历史是颇有裨益的。历史上有三大几何难题：

倍立方问题，化圆为方问题，三等分

角问题，都是“圆规直尺”的作图题。

两千多年了，光用几何方法研究，不

知有多少人费了多少心血，可就是解

决不了! 在那些时代，代数学主要研

究解方程。后来笛卡尔用解析几何统

一了几何与代数。18 世纪末到 19 世纪

初，多项式方程可解性的研究继高斯

(Gauss) 代数基本定理证明之后应运而

生。高斯研究正多边形的圆规直尺作

图就换了一个角度，把它看成一个多

项式方程的可解性问题，从几何问题转化到了代数问题。后

来阿贝尔 (Abel)、伽罗华 (Galois) 在代数上把方程的可解

性研究推向了高峰。

什么样的“数”能被圆规直尺作出来？对于事先给定了

的一组实数{ } QFFcbacbaF iiiiiiiii =∈+=+ ,,, 2
1 ，能从它们“尺规作图”出来的数 x ，就是从

它们出发，作加减乘除以及开平方所能得到的数。也就是说：

尺规作图问题可解等价于存在正整数 Fxm ∈∃ ,，使得 mFx∈∃ 属于 mFx∈∃ ，其中

{ } QFFcbacbaF iiiiiiii =∈+=+ 1
2

1 ,,, 。

三等分角问题是：对任意给定的角θ，作出一个大小为

其三分之一的角 3/θ 。令 θα cos= ，要作出数 ( )3/cos θ=x 。 x
是多项式

034 3 =−− αxx

的根。只要证明对于任意的正整数 Fxm ∈∃ ,，它的根 mFx∈∃ 都是不属于

mFx∈∃ 的，就证明了三等分一个任意角只用圆规与直尺是不可能的！

1837 年法国数学家 Wantzel 证明了以上方程连同倍立

方问题对应的方程在 { }L,2,1=mFm 都是不可解的。后来，

1882 年林德曼 (von Lindemann，希尔伯特的导师)证明了π的

超越性从而确立了尺规作图化圆为方也是不可能的。两千年

前的三大几何难题就是这样用代数和数论的方法以否定的形

式解决了！

现在数学已经发展成为一个庞大的、内部和谐与统一

的、充满活力的有机的整体，它是人类文化宝库中一座既宏

伟又精致的创造物。

许多困难的问题都需要很多

学科的知识综合起来才能解

决。例如，庞加莱猜想的提

法本来纯粹是拓扑学的，后

来转化为几何问题，最后是

综合使用偏微分方程、拓扑、

几何的思想、理论和方法才

把这一个复杂问题解决了的。




